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Resumen

En el presente trabajo proponemos utilizar el control SDRE (State Dependent
Riccati Equation) para obtener un controlador sub-optimal para el modelo difuso
de tipo Takagi-Sugeno (TS). Este controlador es calculado en linea obteniendo
la solucion P(x) de una Ecuacién Algebraica de Riccati Dependiente del Estado

(SDARE).
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1. INTRODUCCION

En los dltimos anos, el uso del control difuso se
ha incrementado de una forma considerable, ha-
ciendo énfasis en el modelo difuso de tipo Takagi-
Sugeno (TS)(Takagi y Sugeno 1985), que ha goza-
do de popularidad sobre el resto de los modelos. El
alto grado de aceptacién que tiene el modelo men-
cionado anteriormente, se debe a que establece
una sinergia entre la teoria de sistemas lineales
y la logica difusa.

Dentro del area de control difuso podemos encon-
trar multiples extensiones existentes en la teoria
de sistemas lineales, entre ellas, podemos men-
cionar: adaptativo, robusto, observadores, gain
scheduling, aun hasta el control de sistemas con
retardo. Sin embargo, en el area de control di-
fuso éptimo existen pocos métodos. Por ejemplo
Y. Park (Park et al. 2001) emplea el método de
diseno 6ptimo inverso de Sepulchre (Sepulchre et
al. 1997). El método directo consiste en buscar
un controlador que minimiza un funcién de costo

ISBN: 970-32-2137-8

por la solucién de una ecuacion de Hamilton-
Jacobi-Bellman (HJB). Este método primero en-
cuentra un controlador estabilizante para después
demostrar que éste es optimal con respecto a una
funcién de costo principal. En (Li et al. 2000),
la idea principal es fijar un limite superior para
la medida de desempeno que necesita ser mini-
mizada. L-X. Wang (Wang 1998) desarrollo un
controlador difuso éptimo para estabilizar sis-
temas lineales LTI por el principio del minimo
de Pontryagin y finalmente en (Wu y Lin 2002)
proponen una representaciéon global de todo el
sistema difuso y desarrollan un esquema para
disenar un controlador difuso global a partir del
método lineal cuadritico (LQ) y de un método
de descomposicién multi-etapas para transformar
el problema de control 6ptimo en un proceso de
etapa por etapa del problema dinamico.

La formulacién y el calculo del control SDRE
(State Dependent Riccati Equation) es un pro-
cedimiento sistematico y simple. Este método es
aplicable a un gran numero de sistemas dindmicos
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no lineales. La idea principal de este método es
de utilizar una ecuacién de Riccati para calcular
una retroalimentacién de estado para sistemas no
lineales. Este método fue propuesto inicialmente
en 1962 (Pearson 1962) por U.D. Pearson. De-
spués Banks (Banks y Manha 1992) y Clouthier
(Clouthier 1997) en 1992 y 1997, respectivamente.
Para completar informacién acerca de este método
se invita a consultar (Erdem 2001) y (Hull et al.
1998).

En este articulo, proponemos utilizar un contro-
lador sub-optimal no lineal como es el control por
una Ecuacion de Riccati Dependiente del Estado
(SDRE) para resolver el problema de control di-
fuso 6ptimo.

En la secciéon 11, el modelo difuso de tipo Takagi-
Sugeno (TS) es introducido. En la seccién 3 y 4, el
control SDRE y la manera como se va a utilizar en
este articulo son respectivamente presentadas. Un
ejemplo académico como lo es el sistema masa-
resorte-amortiguador muestra este método en la
seccién 5. Finalmente en la seccién 6 se exponen
las conclusiones de este trabajo.

2. SISTEMA DIFUSO DE TIPO
TAKAGI-SUGENO (TS)

La regla difusa general que describe este modelo
es de la forma:

i¢5"ma Regla de la planta:
SI Il(t) es Mil y 7l’n(t) es Mzn

donde x € R" es el vector de estados con compo-
nentes z;,7 = lan, 7 =1,..,7,7 es el nimero
de reglas, M;; son los conjuntos difusos multi-
variables de entrada, A; € R™" B; € R™™ y
el vector de entrada u(t).

En este caso se utilizaron los estados como vari-
ables de premisas, en consecuencia, suponemos
que el vector de estados z(t) es medible.

Para la eleccion de las funciones de pertenencia,
existen varias posibilidades. Si uno quiere utilizar
el modelo difuso de tipo TS como un aproxi-
mador, lo mas sencillo es definir las funciones de
pertenencia triangulares o trapezoidales, pero si se
requiere construir un modelo difuso que describa
exactamente la dindmica no lineal del sistema se
utilizard, por ejemplo, un sector de no linealidad
que contenga la dindmica del mismo, para después
definir sectores no lineales locales y asi definir
las funciones de pertenencia (como lo muestra el
ejemplo que posteriormente trataremos).
Utilizando el singleton y la inferencia del méximo
producto como fuzzificadores y como defuzzifi-
cador el centro promedio, el modelo global TS
puede escribirse como:

Soiq wi(2(t))(Asz(t) + Byu(t))
22:1 w;(2(t)

i(t) =

(1)
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donde w;(z(t)) es definido como: w;(z(t)) =
[1j—1 15(2(t)) y donde pu;; es la funcién de perte-
nencia de la jésimo conjunto difuso en la iésima
regla. Definiendo:

wi(z(t))

(=) = @)

podemos escribir (1) el sistema como sigue:
B(t) = hi(2(t)(Aiz(t) + Buu(t))  (3)
i=1

donde h; > 0y >0, hi(2(t)) = 1. Utilizando la
misma particién difusa para generar las reglas del
controlador difuso y suponiendo que el estado sea
medible, tenemos:

i¢5¥ma Regla del Controlador:
ST z1(t) es Mj1 y ...,z (t) es My,
ENTONCES u(t) = — F(t).

(2)

El controlador global es:

u(t) == hi(=(t) Fia(t) (4)
i=1

El sistema difuso TS en lazo cerrado es descrito
como:

B(t) =Y hi(=(0)h(2(8)(A; — BiFj)a(t)

i=1 j=1
()
Las condiciones suficientes para la estabilidad de
(5) son las establecidas por el siguiente teorema:

Teorema 2.1. El estado de equilibrio de un sis-
tema difuso T'S en tiempo continuo (5) =z = 0,
donde las matrices K; son desconocidas, es glob-
almente asintéticamente estable si existen una
matrix comin definida positiva Q = P71 > 0
y las matrices V; que satisfagan las siguientes
desigualdades matriciales:

QAT + AQ+ V"Bl + BiV; <0, i=1.2,..r
QAT + 4,Q+ QAT + A;,Q + (6)
VBl + BV, +V'B] + B;V;<0, i<j<r

donde Q y V; = K;Q,i=1,2,...r, son las nuevas
matrices variables de las LMI.

La prueba del teorema se encuentra en (Farinwata
et al. 2000).

Para encontrar @ y V; que satisfagan (6) o para
determinar si una matrix @ no existe (en con-
secuencia la matrix P) podemos utilizar técnicas
de optimizacion convexas, como las desigualdades
matriciales lineales (LMI).

Sin embargo, si el sistema difuso es estable, es
decir, todas las matrices A;,7 = 1,2,...,j son es-
tables, no se puede asegurar que el sistema difuso
global lo sea.
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3. CONTROL SDRE

El problema que considera este método es una
regulacion a horizonte infinito de los sistemas no
lineales afines a la entrada, como lo muestra la
siguiente ecuacion:

#(t) = f(2(t) + g(a(t))u(t) (7)

donde x € R", y las funciones f(.) et g(.) son
continuas. Y un criterio de la forma:

(oo}
J = %/ [T Q(z)x + T R(x)uldt  (8)
0
Esta funcién nos permite buscar un compromiso
entre el error de regulacion y el costo del control,
esto se realiza a través de las matrices de pon-
deracién Q(z) >0y R(z) > OVz,2’ € f(0) =0y
g(x) # OVz.
El problema ahora es de encontrar una ley de
control u(z) que lleve el sistema al origen para
toda x. El control SDRE aborda el problema por
una imitacién del problema LQR para sistemas
lineales. Es decir, este método transforma el sis-
tema no lineal 7 a la forma siguiente:

&(t) = A(z)x + B(z)u (9)

Para llegar a esta representacion es necesario con-
siderar una parametrizacién (A(z), B(x)) estabi-
lizase. En este caso, la parametrizacion elegida es:

f(z) = A(z)zy g(z) = B(x). (10)

Entonces como en el caso de un sistema LTI, la
ley de control por retroalimentacion de estado es:

u(z) = —R™Y(z)BT (2)P(2)x (11)

donde P(z) es una matrix simétrica definida pos-
itiva tnica solucién de la ecuacion algebraica de
Riccati dependiente del estado (SDARE):

P(z)A(z) + AT (2)P(z) + Q(z)
—PT(2)B(z)R ()BT ()P(z) =0, (12)

Este método requiere que el vector de estado
sea medible. Cuando se implementa este tipo de
control, la opcién mas comin es de resolver la
SDRE de manera analitica siempre y cuando el
orden del sistema sea bajo. Si este no es el caso,
la SDRE debe ser resuelta de manera numérica.
El control SDRE puede calcularse en linea o fuera
de ella, esto dependera de la aplicacién. Una de
las ventajas de este método es que las matrices de
ponderacion Q(z) y R(z) pueden ser ajustadas de
la misma manera que en el caso LQR. Esto nos
lleva a reflexionar que la flexibilidad de la técnica
LQR es transpuesta a los sistemas no lineales a
través de las SDREs. Ademds, estas matrices de
ponderacion pueden ser constantes o funciones del
estado.
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3.1 FEstabilidad

La estabilidad de los sistemas no lineales reg-
ulados por una SDRE es todavia un problema
abierto. Existen pocos métodos propuestos para
garantizar la estabilidad de este tipo de sistemas,
el primero de ellos se basa en el hecho de que el
control SDRE produce una matrix en lazo cerrado

Ao = A(x) + B(z) K () (13)

que es punto a punto Hurwitz para toda z y
en particular para z = 0, es decir, el origen del
sistema en lazo cerrado es localmente asintética-
mente estable (Langson 1997),(Langson y Alleyne
1997),(Tsitoras et al. 1996). Esta no puede ser
alcanzada si la condicién inicial pertenece a un
espacio invariante que contenga el origen.

Otro método (Erdem y Alleyne 1999) que estudia
la estabilidad global pero solamente para sistemas
no lineales de segundo orden y que a través de un
cambio de coordenadas pueden ser representados
de la forma siguiente:

&1(t) = f1(x)
Zo(t) = fa(z) + g(x)u,x € S. (14)

Considerando la parametrizacién, este sistema
puede ser reescrito como sigue:

. i=A(z)+ B(z)u =
[ﬁj - [Zi ZZ] [ij * {g&)]um (15)
con a1 y az = 0.

Hipotesis 3.1. .

i aj2(z)g(x) > 0 Vo € S, S C R?, donde
aiz(x)g(x)arz(z) = f1(w)/z2

i Q(x) = diag(qi(z),q2(x)) v R(x)
donde ¢ (x) > 0,¢2(x) > 0,r(x) > 0.

Si los términos ¢1(x) y (z) son elegidos tal que:

az(z) . |qi(z) .
@) =k T(x),k>0,keR,V €S. (16)

Entonces, el sistema (15) en lazo cerrado con
un control SDRE es localmente, asintéticamente
estable dentro de S. En este caso, S = R?, en con-
secuencia, el sistema (15) regulado por un control
SDRE es globalmente asintéticamente estable.

En la referencia (Langson y Alleyne 1999) pre-
sentan condiciones suficientes para garantizar la
estabilidad asintética local y global. En (Ham-
mett y Ridgely 1997) presentan condiciones de
estabilidad para sistemas escalares analiticos y
para sistemas con matrix B constante y de rango
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completo.

Otro método utiliza la estabilidad de Lyapunov en
tiempo discreto para presentar condiciones de es-
tabilidad asintética semi-global para sistemas no
lineales regulados por un control SDRE discreto.

4. CONTROL SDRE PARA SISTEMAS
DIFUSOS DE TIPO TS

Consideremos un sistema no lineal representado
por el modelo difuso de tipo TS

Zh z(t) + Bu(t))  (17)

y queremos determlnar un control SDRE para
este sistema con la siguiente funcion de costo
cuadratica:

T = 5aT (t)Salt) (18)

+3 / T (OQU()a(t) + u” () R((0)u(t))ds

Para realizar el control SDRE consideramos la
siguiente parametrizacién:

= th(z(t))A“ B(l’) = Zhl(z(t))Bl
_ (19)

Donde se supone que la matrix A(x) es bien
definida para toda z(t) € R™. El objetivo es
determinar una ley de control no lineal y continua

u(t) = (x(t)) (20)
tal que el sistema en lazo cerrado sea asintética-
mente estable. Este control no es otro que un
controlador optimal u*(t) que minimize el crite-
rio (18). Utilizando las condiciones necesarias de
optimalidad, el control optimal candidato (20) es
de la forma (11) y el sistema en lazo cerrado es

i(t) = [A2) - B@)R (&) B () P(@)]e  (21)

donde la matrix P(x(to),t0,tf) necesaria para
determinar el control sub-optimal (11) debe ser
solucién de la tercera condicion necesaria para la
optimalidad:

0= Pz + (PA+A"P - PBR'BTP +Q)z
1 70Q 1 7 OR
+2U€C{x axim} + 2vec{u 39:iu 22)

OAT OBT
+vec {:CT Pz — 2T PBR™! Psc}

o solucién de las ecuaciones diferenciales parcialest
8]D1k 8PJk:
+Z ax] +Z 3%

(23)
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La combinacién de las ecuaciones (12) y (23) es
equivalente a la ecuacion original de Hamilton-
Jacobi-Bellman.

Para evitar resolver la condicién de optimalidad
(22) o las ecuaciones diferenciales parciales (23),
podemos determinar un control suboptimal (11)
después de encontrar una solucién simétrica a la
ecuacion algebraica de Riccati dependiente del
estado (12) que depende solamente de x.

La SDARE puede resolverse en linea de la sigu-
iente manera:

1. Obtener el sistema (9) a partir del modelo
difuso de tipo TS con las parametrizaciones
(19).

2. Encontrar la solucién P(z) definida positiva
en linea para cada x de la SDARE (12).

3. Determinar el control sub-optimal (11).

En la siguiente seccién mostraremos mediante un
ejemplo académico el algoritmo propuesto para
obtener un controlador sub-optimal a partir de
una SDARE.

5. EJEMPLO

Consideremos el sistema masa-resorte-amortiguador

descrito por la siguiente ecuaciéon dindamica:

Mi(t)+g(x(t), £(t)+f(x(t)) = p(z(t))u(t) (24)
donde M es la masa, u(t) es la fuerza; f(z(t))
y g(z(t),z(t)) son los términos non lineales o
inciertos con respecto al resorte y al amortiguador,
respectivamente; ¢(2(t)) es un término no-lineal
de entrada. Supongamos que:

g(x(t), &(t)) = cra(t) + coi(t);

fla(t) = csa(t) + caa®(t);

Pa(t)) 1+ e5i®(t)
y T € [—a,al,& € [-b,b] a,b> 0.
Los valores numéricos de los pardmetros son: M =
1,07C1 = O,CQ = 1,03 = 0,01,04 = 0,1705 = O,l?) y
a=15b=1,5.
El sistema no-lineal (24) se puede reescribir como:

i(t) = —2(t)—0.01z(t)—0.123 (£)4+(140.1322 () u(t)

(25)
Los términos no-lineales son: —0.1z23(t) y 2%(¢).
Estas no linealidades son representadas en la
figura (1), tomando en cuenta las imposiciones
impuestas anteriormente, es decir x € [—1.5,1.5]
y & € [-1.5,1.5],

el primer término satisface las desigualdades:

—02252x < —0.12>< 0-z; >0 (26)
0-z< —0.12°< —0.2252; <0

mientras que el segundo satisface: 0 < 2 < 2.25.
Estos términos pueden ser representados por una
combinacién de sus limites superior e inferior:

—0.12% = My -0 -2 — Mo - 0.225z,

%2 =225 My + 0 Moo (27)
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Regla 1:
Si z(t)es Myyy @(t)es Moy,
Entonces x(t) = A1x(t) + Byu(t)
Regla 2:
Siz(t)es My &(t)es Mag,
Entonces x(t) = Asx(t) + Bau(t)

Regla 3:
’ Si x(t)es Mlgy i:(t)es Mgl,
| Entonces x(t) = Asx(t) + Bsu(t)
1Regla 4:
Si z(t)es Moy @(t)es Maa,

Entonces x(t) = Aygx(t) + Bau(t)

Figura PRTérminos o ﬁ(ﬁeaies. T
Moz = 1= Mo, Mz =
Mij€ [0 1~i,j=1,2

Qcuacliones

donde

0 1
]’A3 = A= [—0.235 -1

Resolviernde-tas-eeunaciones {2 -obtenemospa

My, M2, My y Mao:

Malo(t) =1~ 50

Miaa(t)) = 1~ My (2(0) = 210

M (i) = G 3

Moa(i (1)) = 1~ Mas (a(0)) = 1 — 1

225

Estos conjuntos difusos son presentados en la
figura (2). Utilizando Mj1, My, Moy v Maa, el

1.2

—— SDARE
1 - Wang
0.8\ ! : i
N
06
0.4f
.

o2f N

o B
0.2 L L

0 1 2 3 5 6 7 8 9 10

tiempo (seg)

02

ol NPT .
0.2 T : -l

’
04 U - .
o6f /-,
2 —— SDARE

osf/ - Wang
-1
12 1 L i L i i i i .

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

tiempo (seg)

Figura 2. Conjuntos Difusos.

sistema no lineal puede ser representado por el
modelo difuso de tipo Takagi-Sugeno siguiente:

Si xz(t)es My &(t)es Mo,

Entonces & = —2 — 0.01z + 1.2925u

Si z(t)es M1y &(t)es Mag,
Entonces & = —2 — 0.01z + u

Si Q:(t)es M12y x'(t)es Mgl,

Entonces & = —4 — 0.235x 4+ 1.2925u

Si x(t)es Moy Z(t)es Mao,
Entonces & = —2& — 0.235x + u

El modelo difuso TS puede reescribirse utilizando
una representacion de estados siguiente:

ISBN: 970-32-2137-8

dx It ()

Se propone determinar un control sub-optimal
u*(t) que haga pasar de cualquier condicién ini-
tial a un estado estable minimizando el siguiente
criterio:

J = /T 22(t) + 22(t) + uP(t)dt (28)
0

Después del calculo numérico de la solucién de la
SDARE (12), el control nos entrega los siguientes
valores: J = 10.2561 x;(ty) = —3.1074e —
08, wy(ty) = 1.8953¢ — O7.

La evolucién de los estados zi(t), et z5(t) son
presentados en la figura (3); la trayectoria sub-
optimal z*(¢) en el plano de fase se muestra en la
figura (4).

Los resultados obtenidos fueron comparados con
el método optimal de Wang (Tanaka y Wang
2001) A partir de las figuras podemos concluir

— SDARE
— - Wang
-0.2 L .
0 1 2 3 5 6 7 8 9 10
tiempo (seg)
0.2
of —= R
-02f St
-0.4
-0.6
—— SDARE
-0.8 - wang
/
alf : : :
-1.2 L
0 1 2 3 a 6 7 8 9 10

5
tiempo (seg)

Figura 3. Evolucion de z3(¢), z5(¢).

que el controlador sub-optimal que proponemos
obtiene la mejor trayectoria optimal en el plano
de fase.

|
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— SDARE
- Wang

12 L L L L L L
~0.2 o 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12

Figura 4. Trajectorias optimales en el plano de
fase.

6. CONCLUSIONES

La utilizacion de la técnica para sistemas no lin-
eales llamada Control a partir de la solucion de
una Fcuacion de Riccati Dependiente del Estado
(SDRE) sobre un sistema difuso de tipo Takagi-
Sugeno da como resultado un controlador sub-
optimal por retroalimentacién de estado. Una
ecuaciéon algebraica de Riccati dependiente del
estado (SDARE) es resuelta en linea donde las
matrices de ponderacion utilizadas tienen coefi-
cientes constantes, el siguiente paso es utilizar los
coeficientes de estas matrices como funciones del
estado.
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